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L.oi cam on

Luan van nay dugc thuc hién tai Truong Pai hoc Khoa hoc - Pai hoc
Thai Nguyén va hoan thanh duéi su huéng dan ctia GS.TS. Lé Thi Thanh
Nhan. T4c gia xin dudc bay té 1ong biét on chan thanh va siu sic t6i ngudi
huéng dan khoa hoc ctia minh, ngudi da dit van dé nghién citu, danh nhiéu
thdi gian huéng dan va tin tinh giai ddp nhiing thic mac cta tic gia trong
subt qua trinh 1am luan vin.

Tac gia xin tran trong cam on Ban Giam hiéu Trudng Pai hoc Khoa hoc
- Pai hoc Thai Nguyén, Ban Chu nhiém Khoa Toan-Tin, cung cdc giang
vién da tham gia giang day, da tao moi diéu kién tot nhat dé tac gia hoc tap
va nghién cuu.

Tac gia ciling xin chan thanh cam on Phong Gido duc va Pao tao huyén
Tién Lang, Ban giam hiéu va cac dong nghiép trudng THCS Vinh Quang,
huyén Tién Lang, thanh phé Hai Phong di tao diéu kién cho tic gid hoan
thanh t6t nhiém vu hoc tip va cdng tic clia minh.

Nhan dip nay, tdc gia ciing xin gui 15i cdm on t6i tap thé 16p cao hoc
Toan K8B (khoa 2014-2016), cam on gia dinh ban be da dong vién va gidp

dd tac gia rAt nhiéu trong qua trinh hoc tap.
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Mo dau

Luin vin quan tdm dén bai toan phan tich da thiic véi hé s6 nguyén
thanh nhan ti bat kha quy trén Q. DAy 12 mot trong nhitng bai todn quan
trong nhat ctia Li thuyét da thiic.

Ta biét rang bai toan xét tinh bat kha quy ctia da thic trén Q c6 lién
quan mat thiét v6i bai todn xét tinh bat kha quy cia da thiic trén trudng hitu
han. Cho f(x) la da thic v6i hé s6 nguyén. Néu ton tai mot sd nguyén td p
sao cho khi chuyén vao Z,[x] bic cla da thic f(x) khong d6i va f(x) bat
khd quy trén Z,, thi f(x) 1a bAt kha quy trén Q. Chd y rdng diéu ngugc lai
12 khong duing. D. Hilbert da chi ra mot da thiic bac 4 bat kha quy trén Q
nhung khé quy trén moi trudng Z,. Quan hé trén vé tinh bat khé quy trén
Q vatrén Z, gdi y cho ching ta nghi dén viéc tim mot thudt todn phan tich
bat kha quy ctia da thiic trén trudng hitu han va st dung né dé€ tim phan tich
bat kha quy ctia da thic trén Q.

Muc dich ctia luan vin 1a trinh bay chi tiét nhitng két qua chon loc trong
mot sb tai liéu gan diy vé da thiic bat kha quy va su phan tich da thiic thanh
nhan t& bat kha quy. Trong luin vin nay, truée hét ching toi xét tinh bat kha
quy cua da thuc trén truong Z, va thuat todn Berlekamp phan tich da thuc
thanh nhan tit bat kha quy trén trudng Z,. Sau do, st dung céc két qua thu
dudc, chung t6i trinh bay mot phuong phap phan tich da thic thanh nhan tu
trén truong Q cac sb hitu ty.

Noi dung nghién cifu ctia luan vin 13 hoan toan chua dudc tiép can & bac
phd théng va dai hoc, nhung gan lién véi toan so cip, dic biét 12 bai todn
phan tich da thic thanh nhan ti rat dugc quan tim & bac hoc phé thong.

Luan vin gdm phan md dau, hai chuong va tai liéu tham khdo. Trong

Chuong 1, chiing t6i nhic lai khai niém da thiic bt kha quy va mot sb tiéu
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chuin bat kha quy trén Q. Chuong 2 12 nodi dung chinh cta luan vin. Muc
2.1 danh dé nghién citu khdi niém trudng phan ra ctia da thic, tif d6 xét cau
tric cta truong hitu han. Muc tiép theo mo ta huit toan Berlekamp phan
tich da thic thanh nhan ti trén truong hitu han. Muc cudi 13 tng dung két
qua vao bai toan phan tich da thic trén truong Q.

Thdi Nguyén, ngay 25 thdang 5 nam 2016

Tdc gia

Va Pite Canh



Chuong 1
Pa thirc bat kha quy

1.1 Khai niém da thitc bat kha quy

Trude khi trinh bay khai niém da thic bat kha quy, ching ta nhac lai
khdi niém phan ti bAt kha quy trong mot mién nguyén. Cho V 1a mot mién
nguyén va a € V. Ta néi a 12 wéc ctia b néu ton tai ¢ € V sao cho b = ac.
Mot udc a ctia b dudc goi 1a udc thuc sw néu b khong 1a ude cia a. Phan
t p € V dudc goi 12 phan i bdt khd quy néu né khac 0, khong kha nghich
va khong c6 udc thuc su. T day ta ¢6 khai niém da thifc bat kha quy trong

vanh da thic V[x]. Trong sudt tiét nay ta luon gia thiét V 1a mién nguyén.

Pinh nghia 1.1.1. Cho f(x) € V[x] 1a da thic khac 0 va khong kha nghich.
Tanéi f(x) la bdt khd quy trén V néu n6 khong c6 udc thuc su. Ta néi f(x)
khd quy néu f(x) c6 uéc thuc su.

B6 dé 1.1.2. Pa thiic f(x) la bét khd quy néu va chi néu f(x+a) la bét khd
quy vdimoia €V.
Chitng minh. Cho a € V. V6i mdi h(x) € V[x] ta dat iy (x) = h(x — a). Chu
y rang deghy(x) = degh(x). Vi thé f(x +a) = k(x)g(x) 1a phan tich ctia
f(x+ a) thanh tich cla hai da thic c6 bac thip hon khi va chi khi f(x) =
ki (x)g1(x) 1a phan tich clia f(x) thanh tich ctia hai da thic c6 bac thap hon.
Vi vay f(x) bat kha quy khi va chi khi f(x+ a) bét kha quy. N
Tir nay dén hét muc nay ching ta 1am viéc v6i da thic cé cac hé sd
trén mot trudng K. Trong trudng hdp ndy, cdc da thic hing khac 0 déu kha
nghich. Do d6 ta c6 ngay két qua sau:
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B& dé 1.1.3. Pa thiic f(x) vdi hé sé trén truong K la bét khd quy néu va chi
néu deg f(x) > 0 va f(x) khong phdn tich dugc thanh tich cia hai da thiic
co bdc bé hon.

Sau day 1a tinh bt kha quy clia cic da thifc bac thap.

B6 dé 1.1.4. Trén mot truong K, cdc phdt biéu sau la diing.

(i) Da thitc bdc nhdt luén bdt khd quy.

(ii) Pa thiic bdc 2 va bdc 3 la bdt khd quy néu va chi néu né khong cé

nghiém trong K.

Chitng minh. (i) RS rang da thifc bac nhit khong thé 1a tich clia hai da thic

bac thap hon, do d6 n6 bat kha quy.

(ii) Gia st f(x) c6 nghiém x =a € K. Videgf(x) > 1 nén ta co f(x) =

(x —a)g(x), trong d6 g(x) € K[x] va degg(x) = degf(x) —1 > 1. Do d6

f(x) kha quy. Ngugc lai, gia st f(x) kha quy. Vi f(x) c6 bac 2 hoac 3 nén

f(x) phan tich dugc thanh tich cla hai da thiic ¢6 bac thip hon, mot trong

hai da thdc dé phai c6 bac 1. RO rang da thic bac 1 trén mot trudng c6

nghiém trong trudng do, vi thé f(x) c6 nghiém trong K [
Chu y rang phat bi€u (ii) trong bd dé trén 1a khong ding cho trudng hop

béc clia da thidc 16n hon 3. Cu thé, néu f(x) bac 16n hon 3 va c¢6 nghiém

trong K thi £(x) kha quy. Tuy nhién, ton tai nhiing da thic khong c6 nghiém

trong K nhung vin kh4 quy. Chang han da thic (x* + 1)(x? 4 2) khong c6

nghiém trong R nhung n6 kha quy trén R.

T nay vé sau, néu a 1a udc cia b thi ta ki hiéu la a | b.

Ménh dé 1.1.5. Cho p(x) € K[x| la da thiic ¢6 bdc dwong. Khi dé p(x) bdt
khd quy néu va chi néu p(x) | a(x)b(x) kéo theo p(x) | a(x) hodc p(x) | b(x)
vdi moi a(x),b(x) € K[x]. Pdc biét, néu da thiic bdt khd quy p(x) la wdc ciia
mot tich hitu han thi da thiic p(x) phdi la wdc cia it nhdt mét trong cdc da
thiic do.

Chiing minh. Cho p(x) bét kha quy. Gia st p(x) | a(x)b(x) va a(x),b(x)
déu khong 1a bdi cta p(x). Do p(x) bat khid quy nén ged(p(x),a(x)) =
1 va ged(p(x),b(x)) = 1. Vi thé, ton tai s(x),7(x),e(x), f(x) sao cho 1 =
s(x)p(x) + r(x)a(x) va 1 = e(x)p(x) + f(x)b(x). Nhan vé v6i vé cla hai



dang thiic nay ta c6

1= p(x)g(x) +r(x) f(x)a(x)b(x)

vGi g(x) 1a mot da thiic nao d6. Vi p(x) la udc cia a(x)b(x) nén da thiic bén
vé phai clia dang thiic trén 12 boi ctia p(x), trong khi d6 da thic bén vé trai
1a 1 khong chia hét cho p(x). Piéu nay 1a vo 1i.

Ngudgc lai, do p(x) c6 bac duong nén p(x) # 0 va khong kha nghich. Gia
st p(x) = a(x)b(x) v6i a(x),b(x) € K[x]. Khi d6 p(x) | a(x)b(x). Theo gia
thiét, p(x) | a(x) hodc p(x) | b(x). Vi thé p(x) khong c6 udc thuc su, do d6
p(x) bat kha quy. O

Dinh ly co ban ctia S6 hoc néi rang mdi sb tu nhién 16n hon 1 déu phan
tich dugc thanh tich cac thira sd nguyén t6 va su phan tich d6 12 duy nhét
néu khong ké dén thi tu cac thira s6. Két qua sau day 1a mot su tuong tu ddi
vGi da thuec.

Dinh 1y 1.1.6. Méi da thiic dang chudn bdc duong trong K|x| cé thé phdn
tich dwoc thanh tich cdc da thiic bdt khd quy dang chudn va sw phdn tich
nay la duy nhdt néu khong ké'dén thit tw cdc nhdn tir.
Chitng minh. Truéc hét, ta chiing minh su ton tai phan tich bing quy nap
theo bac clia da thuic. Gia st f(x) € K[x] la da thic dang chuan bac d > 0.
Néu d = 1 thi f(x) l1a bat kha quy, va su phén tich bat kha quy ctia f(x) la
f(x) = f(x). Cho d > 1 va gi st két qua da ding cho céc bac nhd hon d.
Néu f(x) bat khé quy thi f(x) c6 su phan tich bat kha quy 1a f(x) = f(x). Vi
thé ta gi thiét f(x) khong bat kha quy. Khi d6 f(x) = g(x)h(x) véi degg(x),
deg h(x)<degf(x). Pit g*(x) = a 'g(x) v6i a 1a hé s6 cao nhit ctia g(x).
Khi d6 ta c6 f(x) = g*(x)(ah(x)). Dong nhit hé s6 cao nhit & hai vé ta suy
ra ah(x) c¢6 dang chuén. Do d6 f(x) = g*(x)h*(x) v6i g*(x),h*(x) = ah(x)
la c4c da thic dang chuén c6 bac nhd hon d. Theo gia thiét quy nap, g*(x)
va h*(x) phan tich dudc thanh tich ctia hitu han cdc da thic bét kha quy
dang chuén. Vi thé, f(x) phan tich dudc thanh tich ctia hitu han da thiic bat
kha quy dang chuén.

Bay gio ta chiing minh tinh duy nhit ctia phan tich. Gia st f(x) c6 hai
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su phan tich thanh nhén t bat kha quy dang chuin

S(x) = p1(x)p2(x)-.pa(x) = q1(x)q2(x).-gm(x)-

Ta chiing minh béang su quy nap theo n ring n = m va sau khi danh lai
thd tu cdc nhan tif vé bén phai ta c¢6 p;(x) = g;(x) v6i moi i = 1,...,n. Do
p1(x) | q1(x)q2(x)...qm(x) va p1(x) bat kha quy nén theo ménh dé trén ta c6
p1(x) | gi(x) v6iinao d6. Khong mit tinh tng quat ta gia thiét p; (x) | g1 (x).
Biéu dién ¢ (x) = p;(x)t1(x). Vi q1(x) bat khd quy nén t;(x) = a € K. Do
d6 q1(x) = api(x). Do pi(x) va gqi(x) c6 dang chuin nén a = 1. Vi thé
p1(x) = g1(x). Cho n = 1. Néu m > 1 thi gian udc ca hai vé cho p;(x) ta
dugc 1 = g2(x)...qm(x), dicu nay la vo li. Vay, két qua ding cho n = 1. Cho
n>1. Vi pj(x) = gi(x) nén

S (%) = pa(x)p3(x)...pn(x) = q2(x)q2(x).. g (x)-

Theo gia thiét quy nap ta c6 n — 1 = m — 1 va bang viéc danh s6 lai thi tu
cdc nhan i bat kha quy & vé phai ta c6 p;(x) = ¢;(x) v6ii=2,...,n.,suy ra
pi(x) = gqi(x) v6imoi i =2,...,n. O
Tt dinh ly trén, ta c6 két qua sau.
Hé qua 1.1.7. Cho f(x) € K[x] la da thitc vdi hé s6 cao nhdt la a,. Khi do
ton tai phdn tich f(x) = a,fi(x)...fo(x) véi fi(x),..., fi(x) la cdc nhén ti
bdt khd quy dang chudn, va sy phdn tich nay la duy nhdt néu khong ké' dén
thit tw cdc nhdn ti.
Euclid da ching minh ring c¢6 vd han s6 nguyén t6. Két qua sau day 1a
mot su tuong tu cho da thic bt kha quy.

Hé qua 1.1.8. Trén mét truong K bdt ky, c6 vo han da thiic bdt khd quy
dang chudn.

Chitng minh. Chd y ring x+ 1 € K|[x] 1a da thiic bat kha quy dang chuan.
Gia st f1(x),..., fu(x) € K[x] 1a tAt ca céc da thiic bat kha quy dang chuén.
Dit f(x) = fi(x)...fu(x) + 1. Theo dinh ly trén, ton tai p(x) 1a uéc bat kha
quy dang chuan cta f(x). Do d6 p(x) = fi(x) v6i i nao d6. Suy ra p(x) |
J1(x)...fu(x). Vi p(x) | fx) nén p(x) | 1, diéu nay v6 li, tic 1a phai c6 vo
han cdc da thifc bit kha quy dang chuin. O



